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Résumé :

L’étude que nous présentons dans les lignes suivantes fait partie de I’ Analyse fonctionnelle. Il s’agit
spécialement de I’intégration des fonctions trigonométriques. Nous avons remarqué que certains
éleves finalistes des options scientifiques éprouvent des difficultés pour aborder le chapitre des
intégrales. Pire encore, la trigonométrie n’est plus enseignée par beaucoup de professeurs de

mathématique.

Pour s’en échapper, ils mettent cela juste a la fin des prévisions des matiéres qu’on ne sait pas
atteindre. Le nceud du probléme est d’aider ces €levés a affronter les obstacles que constituent

I’intégration de fonctions trigonométriques. Nous avons parcouru quelques types d’intégrales :

Les formules de réduction ; Intégrales du type[ sin™x cos™x dx; m, n € N, Intégrales du
typef tan™ xsec" x dx; m, n € N, Intégrales du type [cot™xcsc"x dx;m, n€
N, Intégrales rationnelles en sinx,cosx,tanx et cotx et avons mis sur pied une formule
permettant d’aborder la question. La méthode utilisée est I’induction a partir des formules connues

une fois intériorisée cette approche rendre 1’éducation facile de la matiére.
Mots clés : Intégration-Fonctions-trigonométriques
l. Introduction

Dans le cours de Mathématique Analyse des options scientifiques et techniques, le chapitre des

intégrales est une matiére tres vaste.

Généralement, les professeurs ne s’arrétent qu’aux méthodes classiques d’intégration vu le temps et
la période que la matiére devra étre enseignée. Or, ce chapitre est souvent programmé, dans les
prévisions des maticres, a la fin de I’année scolaire. Et avec des perturbations que nous connaissons

ces derniéres années, la matiére donnée est trés minime et abordée en retard.



De l’autre co6té, le cours de trigonométrie semble perdre ses bases du fait que dans beaucoup
d’écoles, elle se donne a partie ou presque plus. Cela génére la frustration chez les éléves quand ils
rencontrent cette matiére sur leur chemin. L’intérét du sujet reste celui d’éclairer les élevés et les
enseignants dans la maniére d’aborder les intégrales des fonctions trigonométriques. Pour cela, nous
avons étudié cing cas qui ont tendance a surgir car le but étant de permettre aux éléves de calculer

les intégrales des fonctions trigonométriques avec aisance.

Toutefois, I’étude de la trigonométrie et les méthodes classiques d’intégrations en forment 1’édifice

de cette recherche.
1. Cadre méthodologique

Pour nous permettre de bien exposer notre étude, nous avons fait recours a une méthode de
démonstration qui commencerait par la formule et serait utilisée sur les exercices et probléemes qui

présentent les mémes similitudes. Donc, nous avons fait recours a I’induction.
1. Démonstration

Il est & noter que I’intégration des fonctions trigonométriques est trés riche a utiliser toutes les
formules classiques d’intégration. Nous nous sommes efforcé de partir d’une formule générale et en

dénicher les particularités pour mettre a profit les implications sur la connaissance la matiére.
3.1. Implications éducationnelles et développementales

Une fois que cette étude n’est pas suivie en profondeur, les conséquences qui en résulteront sur
I’intégration des fonctions trigonométriques seront incommensurables. Il est important que chacun
de nous s’approprie de cette notion afin de réduire le manque d’information a ce sujet et d’écarter le

doute et la peur d’aborder le sujet.
3.2. Formules de reduction

L’intégrale par parties est souvent utilisée pour établir des formules de réduction. On dit qu’on a une
formule de réduction si I’intégrale initiale est égale a une expression contenant une intégrale plus

simple que la premiére.
Formule 1 : Soit a calculer I = [sin™®x dx (n € N* etn > 1)

Solution
fsin”x dx = fsin"'1 xsinx dx
Posons
u=sin"1'x =du=n-1)sin"?xcosx dx
dv = sinxdx = v = —cosx
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I =sin"'x (—cosx) — f —cosx (n—1)sin" % xcosx dx
= —sin" txcosx+(n—1) f sin™ 2 x cos? x dx

= —sin"txcosx+ (n—1) f sin® 2 x (1 —sin? x) dx
Carcos?x +sin"?x=1=cos?x=1-—sin""?x

sin™ x dx

I =—sin""lxcosx + (n— l)fsin"_zxdx—(n—l)f ;

=—sin"txcosx+(n—1) f sin® 2 xdx — (n — I
I+ (n—1I=-sin""txcosx+(n—1) f sin™ 2 xdx
Il+n—-1)=—sin"txcosx+(n—1) f sin™~ 2 xdx

nl =—sin" lxcosx +(n—1) j sin™ 2 xdx

n

1 n—1
I = —(—sin" txcosx) + ( - )fsin"_2 xdx

Exemples :

I = fsin2 xdx

Solution

I = Jsinzxdx,n =2

2—1
= E(_ sin>~ ! x cosx) + 5 sin?~2 xdx

sinxcosx 1

=-— Efsinoxdx

Or sin®x = (sinx)? =1

On aura:

= sinxcosx+ IJ'd
= 2 2)

Education et Développement, Numéro 35, Premier semestre 2022. Plus de dix ans au service de la
communauté scientifique et professionnelle. L excellence a votre service.



sinxcosx_l_ x+ c
2 2

sin 2x
2

Or 2sinx cosx = sin 2x = sinxcosx =

On aura:

= lsin2x+x+C
T2 02 2

sin 2x

+
2 X

I_x
T2

Cos x

. . . 1 .
NB : On peut aussi utiliser sin? x = S— = car 2sin?x =1 — cos2x

Calculer I = [ sin® x dx

Solution
Izjsinsxdx,nz 5
1 . o 5-1 . 1 . 4 .
I'=—-—sin®txcosx+ = [sin®xdx = —-—sin*xcosx + _[sin®xdx,n =3
1 . 4 1 . 2 . 1 .
= — - —sin*xcosx + E[_ S sin x cosx + Efsmxdx]=—g—sm4xcosx+
4 8 1 . 4 . 8
——sin?xcosx + —(—cosx) |+ C = —=—sin*x cosx — —sin? x cosx — —cosx +C
15 15 5 15 15
1 . 4 . 8
I=—Ecosx(sm4x+ gSlnzx—g)-l-C

Formule 2 : Donner la forme générale d’une primitive de [ = fsin < xe™ dx,c,a €R.
Solution
I = fsinocxe“" dx

eax

Posons:u=sinxx = du=«,dV =e™®dx =V = -

e? «
I=sincx— —— | cos x x e dx
a a

eax

Posonsu =cosxx =>du=—«xsinxx,dV =e*® dx =V = -
. e  «re™ « (sin < x e dx
|]=sinkx———|—cosxx——| ————|1I
a al a a I
) eax o(eax 0(2
=sinx x— — 5 coso<x+—21
a a a
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0(2 eax o eax

I——21=—sino<x— >—COS X x
a a a

oc? ewr «
1-— |l =—sinxx ——Ze“"cosocx
a a a

ax

; X ax
—SIN XX ——5€e"7C0S X X
| = a a

ax
3 X ax
—sin x x ——e*cos x x
a a

a2—0c2
a2
az eax . o« e
== —smocx——ze COS X X
a“— a a

ax

m(asmocx—oc cosxx)+ C

f sin <« x e dx =

Exemples :

Calculer I = [ sin3x e?* dx

Solution

I=Jsin3xe2xdx, =3, a=2

2x
I = 732 (2sin3x — 3cos3x) + C
2x
I = —?(2 sin3 x — 3cos3x) + C

Calculer I = [ sin14 x e??* dx

Solution

[ = fsin14xezz" dx, = 14, a=22

22x

I = m(22 sinl4 x — 14cosl4x) + C

22x

I = m(zz sinl4x — 11 cos 14x) + C
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22x

I =
288

(22sin14x — 11 cos 14x) + C

Formule 3 : Donner la formule de réductionde I = [ cos"xdx (n € N*,n > 1)

Solution
szcosnx dx =fcos“‘1x cosx dx

Posons: u=cos" 'x = du= —(n—1) cos" ! x sinx dx

dV = cosxdx = V = sinx

I = cos™'xsinx — f —(n—1)cos™?xsinx sinxdx

= cos™ lxsinx +(n-— 1)fcosn‘2xsin2x dx

Or sin®x = 1 — cos? x

On aura:

I=cos"lxsinx +(m—1) f cos™ 2 x (1 — cos? x)dx
) cos™ x dx
= cos™lxsinx +(n-—-1) f cos"2xdx—(n—1) f —

= cos™lxsinx +(n-—-1) J cos"Zxdx—(n—1)1

I+(n—1)1= cos™txsinx +mn—-1) j cos™ % x dx

IAl+n-1)

cos"lxsinx +(n-—1) J cos™ 2 x dx

nl = cos™xsinx +n-—1) f cos" 2 x dx

cos"txsinx +(n—1)[cos"%?xdx

I =
n

1 n—1
fcos“x dx =7—lcos“'1x sinx+( - )fcosn'zxdx

Exemples :

Calculer I = [cos®x dx
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Solution

I=fcos3x dx, n=3

1 3—-1
I = gcos3‘1xsinx +—— | cos®7? dx

= 2cos?xsinz+2 [ sind
—§COS X sin x §J-Sll‘l X

1 2
I=§coszxsinx+ §sinx+ C

Calculer I = [ cos” x dx

Solution

I=fcos7x dx, n=7

1 , 6
I=§COSGXSII’IX+ ?jCOSSX dx

S N 6(1 ‘sing 4 4f i g )
= 7 cos  xsinx 7\5 cos  xsinx 5 COoSs™ X X
T +6[1 . +4<1 . +2f d)]
—7COS X Ssinx 7 5COS xXsimx 5 3COS X Sinx 3 COoOS X X
T +6[1 . +4(1 , +2_ >]+C
—7COS xsmx 7 5COS X Ssinx 5 3COS xXsimx 3smx
— L cosexsi + 0 costxsi + 24 os?xsi + inx + C
—7COS X simx 35COS X Ssinx 105COS X sSinx 10551nx
1_1 6y sinx 4 6 ., R 8 ., . 16 P
= 7COS X sSinx 35 cos  xsinx 35COS X sinx 35 sinx

INTEGRALES DU TYPE [ sin" xcos™ x dx, m,n € N

Le calcul des intégrales du type [ sin™xcos™x dx dont les exposantsmet n sont de nombres
entiers naturels fait généralement intervenir une des formules suivantes qu’on doit retenir de

mémoire et que nous aurons chaque fois a rappeler pour rendre ce travail trés clair et
compreéhensible :

sin?x + cos?x =1

. 1 — cos2x .
sin X=T<=)Zsm x =1—cos2x
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1+ cos2x

coszsz(z)Zcoszxz 1 + cos 2x

1
sinx cosx = Esian & 2sinx cosx = sin2a

N| =

sinxsiny = =[cos(x —y) — cos(x + y)]

1

sinx cosy = 5 [sin(x + y) + sin(x — y)]
1

cosxcosy = - [cos(x + y) + cos(x — y)]

1
cosxsiny = 5 [sin(x + y) — sin(x — y)]

La ou les conditions sont réunies, il ne nous sera pas interdit a recourir a d’autres méthodes comme

le changement de variable. Tel est ce cas qui suit.
Exemple : Calculer [ cos? 5x dx

Solution

= Jcos2 5x dx

Posons : t = 5x =>dt=5dx=>dx=%

I= Jcoszt-ﬂ= 1jcosztdt: Ejﬂdt
5 5 5 >

Car

1+ cos2x
2

cos?x =

1—11Jdt+11 2t
=z'3 cos

52
1= Lo L Yanaeec
10" T 10 2°M

Remplagons tpar 5x, on aura :

1 1
I=—-5x4 —sin2 -5x+C

T 10 20
1—1 +1 in10x + C
—2x 2051[1 X
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Formule 1 : soitacalculer I = [sinpxcosqx, p,q € z,
Résolution
Pour ce type d’intégrales, 2 cas distincts peuvent se présenter : Cas olp # g etcasoup = q.

lerCas:p #q

I = fsinpx cos qx
11 .
= Ef[sm(p + q)x + sin(p — q)x] dx

1 1
= Ef sin(p + ¢)x dx + Esin(p —q)x dx

cos(p+q)x cos(p—q)x

= - - +C
2(p+q) 2p—-q)
] cos(p+q)x cos(p —q)x
sinpx cosgxdx = — - +C
f 2p+q) 2(p—q)

2eme Cas:p =gq

1
I = fsinpxcosqx dx = jsinpxcospx = EjsinZdex

. 1.
Carsinxcosx = 5 sin 2x

Ainsi, la primitive sera :

I_J' d_lJ.Zd_Cossz
= | sinpxcospx dx = > sin2px dx = e
Donc

I_J ) dx = cospr+C

= | sinpxcospx dx = e
Exemples :

Calculer [ sinx cosx dx =?

Solution

1
I =fsinxcosx dx=5fsin2xdx

_1( cost)+C
2 2
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1
I=—->cos2x+C
4-COS X

Calculer [ sin 2x cos 3x dx

Solution
1=fsin2xcos3x dx, p =2, q=3
cos(2+3)x cos(2—-3)x
[ __cos@+3x cos@-x
2(2+3) 2(2-3)
_ cos 5x cos —x+C
h 10 2(-1)
. c055x+cosx+C
B 10 2
Car

Formule 2 : Soit a calculer I = [ cos px cos qgx dx, p,q € Z,

Deux cas peuvent egalement se présenter : Casoup # g etcasoup = q.

lerCas:p #¢q

1
I = fcospx cosqgx dx = EJ[cos(p +q)x+ cos(p —q)x] dx

_sin(p+q)x  sin(p—q)x
2+ 2(0-9)

+C

sinp+q)x sin(p—q)x
cospxcosgx dx = + +C
f P 1 2(p+q) 2(p—q)

2emeCas:p =gq

I = fcospxcospx dx = J-cos2 px dx

I = fsinGx dx = J(sin2 x)3 dx

B J <1 — cos 2x>3 p
o A

1
= Jgs(l —3cos2x +3cos?2x — cos®2x) dx
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YR N ey
_8 X 3 3 COoS™ 2x ax 3 COS™ 2x ax

_x 3 ) +3J‘1+ cos4xd 1 -y
_8 16Sln X 3 2 X 8COS x dx
x 3 3x 3 1 _
8 R51n2x+ﬁ+ 551n4x—§fc052xdx+ fstZxcost dx
i3
Or [ cos2xdx = %sin 2x + C et [ sin? 2x cos 2x dx = —Sln32x +C
Onaura:
S5x 1 % + 3 . 4 +sin32x+C
= 1_6_ZSln X aSln X 48
f ‘px d _1f(1+ 2px)d _x+sin2px+C
cos® px dx = > cos? px) dx = - =

Car cos® x % (1 + cos 2x)

Exemples
f 5 di = sin3x sinx
cos2xcosx dx = A >
f 2cyd _x+sin10x+C
cos“5xdx = > 20
Remarques .

1°) Certaines intégrales de certaines fonctions trigonométriques qui nécessiteraient 1’'usage de
formules de réduction, peuvent trouver solution sans y recourir. Toutefois, les formules de

transformation nous servent d’astuce de grande valeur et par changement de variable, tout est résolu.
Exemples

Calculer I = [sin®x dx

Solution

Calculer I = [ sin3x cos®x dx

Solution
[ = fsin3xcossx dx

= J sin? x cos® x sin x dx
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= J-(l — cos?x) cos® x sinx dx

Posons k = cosx = dk = —sinxdx
= —dk = —sinxdx
k6 8
I=—J-(l—kz)ksdk=—J.(k5—k7)k5dk=—€+ §+C

En remplagant kpar cos x, on aura :

cos®x cos®x

8 6

Calculer I = [ sin* x cos?x dx

Solution

I = fsin‘*xcoszx dx
= j sin* x (1 — sin? x) dx

= fsin“x dx—jsinﬁx dx

A partir, on applique la formule de réduction de [ sin™ x dx.
Sinon, on peut encore appliquer la transformation suivante :
sin* x cos? x = sin? x - sin? x cos® x

= sin? x (sin x cos x)?
. 2 1 . 2
= sin“x Esm 2x

_1—c052x<1 )
4

—sin% 2
2 Sin X

_1—c052x 1 1—cosédx
a 2 4 2

1
= 1c (1 — cos4x — cos 2x + cos 4x cos 2x)

Orcosxcosy = %[sin(x + y) + sin(x — y)]
Ceci donne cos 4x cos 2x = %(+ sin 2x)
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in* ‘2—1<1 4 2+1'6+1'2)
SIn”® X Cos X = 16 COS 4Xx COS 4Xx 2Sll‘l X 2Sll‘l X

I = J-sin‘*xcoszx dx

1 1 1 1 1
= Ef dx — I cos4xdx—EJ-COSZxdx+§J.sm6xdx +§f51n2xdx
I = X g 2 g 2 1 6 ! 2x+C
—E—asm x—ﬁsm x—mcos x—acos X

Formule 3 : Donner la formule de réduction de I = [ sin™ x cos™ x dx
Solution

Il y a deux possibilités de poser par parties :
I= f sin™ x cos™ x dx = j sin™ ! x cos™ x sin x dx

Onpose:u =sin™tx = du=(m—1)sin™ 2xcosx dx

COSn+1

n+1

x
dV =cos™xsinxdx —V = —

sin ' xcos"tx m-—-1( _—
I =— + sin xcos™  x cosx dx
n+1 n+1

sin™txcos"'x m-—-1( v
=— + sin™ 4 x cos™ ¢ x dx
n+1 n+1

sin®txcos™lx m-—1

=— + sin™ 2 x cos™ x (1 — sin®x)dx
n+1 n+1 J ( )

sin'xcos™'x m-—-1( .
= — + sin xcos™xdx —
n+1 n+1

m—lfsinmxcos"x dx
n+1 I
m-—1 sin®txcos™lx m-—1

I =— + sin™ 2 x cos™ x dx
n+1 n+1 n+1f

I+

iam—1 n+1

m—1 sin
(1+ )1:-
n+1

X COS x m-—1

+
n+1 n+1

J- sin™ 2 x cos™ x dx

<n+1+m—1) sin™®txcos™lx m-—1

I=— + sin™ 2 x cos™ x dx
n+1 n+1 n+1J-

n+1sin™*xcos™'x n+1 m-1,
[ =-— + . sin™ ™% x cos™ x dx
n+m n+1 n+m n+1

sin™® lxcos™lx  m-1 . .
- T4+ T (sin™ ?xcos"xdxsim#n

[sin™xcos™xdx = —
n+m n+m
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I = J- sin™ x cos™ x dx = f sin™ 2 x cos™ ! x cos x dx

On pourra alors poser soit :
u= cos"'x —-du= —(n—-1)cos™?xsinx dx

cos™*1 x

dV =sin™xcosx dx —»V = —
m+1

Ce qui donnera par la suite :

sin™*tlxcos™ 1x  n-1 . _ .
=27 """ ~ 4+ " (sin™xcos" ?xdx sSim#n
m+n m+n

INTEGRALE DU TYPE ftan'"xsec"x dx, mn € N
L’identité importante est :
tan?x + 1 = sec?x = tan’x =sec?x —1
Par la suite, on pourra changer la variable si c’est possible.
Exemples
Calculer [ tan*x dx

Solution

I=ftan4x dx=Jtanzxtanzxdxzjtanzx(seczx—l) dx

= Jtanzxseczx dx — jtanzx dx
Posonsu = tanx — du = sec®x dx

I=ju2du—jtan2x dx

=Ju2du—J(sec2x—1)dx

=fu2du—fsec2x dx—J-dx

u3
= 3 tanx — x+C

tan3 x
I = 3 —tanx — x+C

Education et Développement, Numéro 35, Premier semestre 2022. Plus de dix ans au service de la
communauté scientifique et professionnelle. L excellence a votre service.



15
J-sec‘*x dx = J-sec‘*xseczx dx = J-(sec2 x)?sec?x dx

= f(tan2 x+ 1)?sec?x dx
Posonsu = tanx — du = sec®x dx

I = f(uz+1)2 du = f(u4+2u2+1)du

u5+ u3+ +C
= —4+ —+4+u
5 3
tan®x 2 5
I = z +§+tan x+tanx + C

Remarques :

On peut recourir a la formule de réduction pour
sztan"xdx n>1

Solution

I = ftan”xdx = ftam"‘2 xtan? x dx

= J‘tan"'2 x (sec®?x — 1) dx

J‘ tan® 2% x dx

= - f tan™ 2 x dx
L

L = jtann‘zxseczx dx

Posonsu = tanx — du = sec®x dx

u’l’l—l
L = ftan"'zxseczxdx= fu"'z du = " 1+ C
. tan™ 1 x L C
7 on-1
tan™ 1 x
ftan"x dx = — =1 —J-tan”'zx dx

Exemple : Calculer I = [ tan*x dx
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Solution
tan® x
I = J-tan‘*x dx = - ftanzx dx
tan® x 5
=3 —f(sec x—1)dx
tan® x 5
= 3~ secxdx + | dx
. tan® x
tan“x dx = —tanx+x+C
I = jsec"xdx, n>1
Solution

= jsec"xdx = jsec”‘zxseczxdx

Onpose:u= sec"2x — du=(n—2)sec" 3xsecxtanx dx

dV = sec’x dx — V = tanx

I =sec"?xtanx-(n—2) J sec" 3 x -secx-tanx-tanx dx
=sec" ?xtanx-(n—2) J sec 2 x -tan? x dx
I =sec™?xtanx-(n— 2) J sec" 2 x (sec® x — 1)dx
I =sec”2xtanx-(n— Z)Jw+ (n—-2) j sec™ % x dx
I+ (n—2)=sec" 2xtanx + (n — 2) J sec" 2 x dx

(1+n—2) =sec"2xtanx + (n — 2) j sec™ % x dx

n-2

sec xtanx n-—1 5
I = + sec % x dx
n—1 n—2
Donc
sec"2xtanx mn-—1 _2
sec"xdx = sec" % x dx
n—1 n—2
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Si n=2p+1,cest-a-dire nestimpairetn >3, p € N*
I = fsec"xdx = fseczp“xdx = J. sec??~1 xsec? x dx

Posons : u = sec?? 'x — du = (2p — 1) sec*? 2 xsecx -tanx dx

dV =sec’x dx — V =tanx
I =sec?” lxtanx-(2p — 1) f sec??"2 xsecx -tanx - tanxdx
=sec?? 1x- tanx-(2p — 1) J. sec??~! x tan? x dx
=sec??1x- tanx-(2p—1) f sec?? 1 x (sec’x — 1) dx
=sec?? lx- tanx-(2p — 1) f M + 2p-1) f sec??~1x dx

I+ Q@p—1I=sec??” 1x- tanx+ (2p—1) f sec?? 1x dx
(1+4+2p—1DI =sec?? Txtanx+ 2p — 1) f sec??™1x dx

2pl =sec’? xtanx + 2p — 1) j sec?? 1 x dx

sec?? lxtanx 2p—1

I = 2 + 2 jseczP‘lx dx

dx

sec?? lxtanx 2p—1
+ P fsec”"1 X
2p 2p

fsecz”“x dx =

Exemple : Calculer I = [sec®x dx

Solution

1 1
I = Jsec3x dx = Esecxtanx+§fsecx dx

1

1 secx +tanx
= Esecxtanx+§ secx

secx + tanx

I =secxtanx + =

1Jsec2x+tanx
2

secx + tanx
oA e A
Iy

Posons u = secx + tanx
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= du = sec? x + secxtanx dx

1_1 du_l{) +C—1{’ +t iy
=5 =3 n|u| =3 n|secx an x|

1 1
fsec3x dx =§secxtanx +§€n|secx+ tanx| + C

Calculde I = [tan™ xsec"x dx, n ER, m€ N

Pour ce cas, nous allons examiner deux distincts :

lercas:si n € Retmimpairi.e.m =2p+1

Alors I = [tan??*!xsec™ x dx = [ tan?? x sec™ ! x sec x tan x dx

= f(sec2 x — 1)Psec™ ! xsecxtanx dx

Onpose u = secx — du = secxtanx dx
[ = [(u?—1)Pu™* du : facile a calculer
2émecas:Sim € Retnpairi.e.n =2p

Alors I = [tan™ x sec?” x dx = [ tan™ x sec?? ™2 x sec x sec? x dx
= J tan™ x (tan? x + 1)P " 1sec? x dx

Posons u =tanx — du = sec®xdx
[ = [u™(u?+ 1)P~! du : Facile a calculer

Exemples

3
Calculer I = [tan"zxsec*x dx

Solution

3 3
I = Jtan_fxsec“x dx = Jtan_fxseczxseczxdx

3
I = ftan_fx(tan2 x+ 1) sec?x dx
u= tanx — du = sec®x dx

3 1 3
/= fu_f(u2+1)du=fu§ du+J-u_§ du
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1 1
uztt uz
EETPR
2 2
2 3 _1
= 7u2—2u 2 +C
3

3 2 1
ftan_ix sec*x dx = gtan2 x— 2tan 2x+C

1
Calculer I = [tan®xsec™zx dx

Solution

1 3
I = jtan3xsec 3x dx = ftanzxsec_ixsecxtanx dx

3
= f(seczx —1)sec 2xsecxtanx dx
Posons u = secx — du = secxtanx dx
3 1 _3 3 3 1
1= f(uz—l)u 2du=fu2 du—fu 2du=§u2+2u 2+ C

3 3 _1
=§sec2x+25ec 2x +C

1 3 3 1
I = ftan3xsec_7x dx =zsec7x+25ec7x +C

INTEGRALE DU TYPE [ cot™ x csc™ x dx

Toutes méthodes utilisées ici pour Iintégrale du type[ tan™ x sec™x dx marchent pour

[ cot™ x csc™ x dx.
Mais ici, I’identité importante est :
cot’x + 1 =csc?x

FONCTIONS RATIONNELLES EN SINUS x, COSINUS x, TANGENTE x ET COTANGENTE

X
Considérons les intégrales de fonctions rationnelles de la forme :

P(sinx,cosx,tanx, cotx)
Q(sinx,cosx,tanx, cotx)

I =
Ou P et Q sont des polyndmes ensin x, tan x,cos x, cotx.
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Montrons qu’avec telle intégrale peut toujours étre ramenée a une intégrale d’une fonction

rationnelle par le changement de variable :

Exprimons sin x et cos x en fonction de tan’z—‘ et, partant, en fonction de t :

. X X
X X X X 2511’17C0$7
sinx = sin(—+—) =2sin-cos-—= ———=
2 2 2 2 1
Or1= sin?%+ cos?Z
2 2
Donc
. X b
ZSII’IECOSE
. X X X
2sin5coss sin® =
. _ 2 2 2
sinx = 7 % = T =
sin?5 4+ cos?5  sin?5 + cos?s
2 2 2 - 2
2 X
sin? 5
X
_ Ztanz _ 2t
1+tan2% 1+¢?
Zx . 2x
(x X Zx ) 2x Ccos j—sm 5
COS X = COS —+—):cos ——sin“- = —————*=
2 2 2 2 1
2X _ a2 X
cos” 5 jcm > .
ad — 2z 2
cos®5 _1 tan2_1_t

coszg+sin2% 1+tan232—c 1+ ¢2

X

2
Cos“ 5
2

_ 2t )
Sin x 1+ t2 t
tanx = = =
cosx 1—t%2 1-—t¢t2
1+ t2
1 1—1t2
cotx = =
tan x 2t
Sachant que ¢t = tan>
Arctant X
rctant = =
2
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x =2 Arctant

2dt
14 ¢t2

dx =

Intégrale du type [ R (sin x, cos x)dx

2t 1—t2]
X

szR(sinx,cosx)dx = fR[m,m d

Exemples

d
Calculer/ = [ ——

Solution
d 2l 2d 1+t2 d
_ X _ 1+t2_ t ] +t _ _t_
I_fsinx_f 2t _f1+t2 2t t—{’n|t|+C
1+ t2
= fn|tan |+ C
dx X
I=f, ={’n|tan—|+C
sin x 2
dx
Calculer I = |
COoSXx
Solution
2dt
= de (T4 [ 2dt 1+t [ 2dt
_fcosx_ fl—tz_f1+t2 1—¢2 fl—t2
1+ t2

, e 2 . . .
Par décomposition de Tz en fractions rationnelles simples, on aura :

2 A N B
1—t2 1—t 14t

2=A(1+0)+B(1-1)
2=A+At+B— Bt
2=A+B+(A-B)t

{ A+B=2 (1)
A-B=0 2) =>A=B@3)

(3) dans (1) :

Education et Développement, Numéro 35, Premier semestre 2022. Plus de dix ans au service de la
communauté scientifique et professionnelle. L excellence a votre service.



22

A+A=2 =24A=2=A=1, B=1

I_Idx _J’ dt +f dt
" Jcosx J1-—t 14+t

=—fn|l—t|+en|l+t|+C

=—¥n |1 —tan;—c| +fn |1 +tan§| +C

X
1+ tanz
1—tanx

2

tana+tan b
Or tan(a + b) =
1-tanatanb
T X X
T x tan—+tan= 1+tans . T
ettan(—+—)= 2 = 2 i.e tan-=1
4 2 1—tanZ tanE 1—tan5 4

d
I=fCO:x={’n|tan(%+;)|

2t 2t
f tanx dx=f T—¢2 | 2dt =f 1=¢2 24t
1+ cosx P N EES EYLR
1+t2 1+¢2
2t
_JW 2dt _J 2t 1+t* 24t
B 2 1+t2 J1-¢2 2 1+¢2
1+¢t2
2t 5
=f1_—t2dt=—{’n|1—t|+C
I = —4fn |1—tan2)2—f|+CouI=—{’n|1—tan2’2—c|+C
2t
f 1-sinx _J 1-11¢ 2dt
sinx (1 — cos x) = 2t (1_1—t2> 1+ ¢2
1+1¢2 1+ t?
14 t%—2t
_f 11z 2dt —ft2_2t+1dt
- 2t (1+t2—1+t2> 14t2 2t (t2)
1+¢2 1+ ¢t2

_1ft2_2t+1dt_1f(1+1 Z)dt
) t3 T2 e3¢ g2

—1( ! +€|t|+2>+c
“2\ T2z T t
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1 x 1
=E{’n|tan§|——+—x

X +C
4 tan 2 tanz

1—1{’ |t x| 1 t2x+ tx+C
—2 nanz 4-CO 2 CO2

Remarque

Le changement de variable considéré résout le probléme de I’intégration de toute expression de la
forme R(cosx,sinx). C’est pourquoi, il est parfois appelé « Changement de variable universel

pour I’intégration des expressions trigonométriques ».

En réalité, ce changement de variable conduit fréquemment a des fractions trop compliquées. Pour
cette raison, il est parfois préférable de ne pas utiliser ce changement de variable, mais n’avoir

recours a d’autres méthodes menant plus rapidement au but.

Si l’intégrale est de la forme [ R(sin x) cos x dx, le changement de variable sinx = t, cosx dx =

dt nous conduit a I’intégrale de la forme [ R(t) dt.

Si I’intégrale est de la forme [ R(cosx)sinx dx, elle peut étre ramenée & une intégrale d’une

fonction rationnelle par le changement de variable cosx = t, sinx dx = —dt.

Si la fonction & intégrer ne dépend que de tan x, en effectuant le changement de variable tan x =

t, x =arc tant

dt

dx =
YT

nous ramenons son intégrale a I’intégrale d’une fonction rationnelle :

dt

JR(tanx)dx = jR(t)m

Si la fonction a intégrer est de la forme R(sinx,cosx),oU sinx et cosx ne figurent qu’aux

puissances paires, nous emploierons le changement de variable :
tanx =t

Car sin? x et cos? x peuvent &tre exprimés par des expressions rationnelles entan x :

, 1 1
cos?x = =
1+tan?x 14 t?
. tan? x t?
sin? x =

1+tan2x=1+t2
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dt
1+ t2

dx =

Aprés avoir effectué ce changement de variable, nous obtenons l’intégrale d’une fonction

rationnelle.
Exemples

sin? xdx

Calculer I’intégrale [ = [

2+cosx

Solution

sin® x dx f sin? x sin x dx f (1 — cos? x) sin x dx

_f2+cosx_ 2+ cosx 2+ cosx

Posons: cosx =t = sinxdx = —dt

On obtient I’intégrale suivante :

(1 —t*)(=dt) [ (*—1dt
24t B 24t

I =

2_
On effectue la division euclidienne de % et obtientt — 2 + :r—z

3 dt
1=f(t—2+—)dt=ftdt—ZIdt+3f—
£+ 2 £+ 2

t2
=E—2t+3€n|t+2|+(3

cos? x
I = > —2cosx +3¥n|cosx + 2|+ C

dx

2-sin2 x

Calculer I’intégrale I = [

Solution

d - . .
=] ~__ . Effectuons le changement de variable en posanttanx = t, ce qui donnesin® x =

2-sin? x
ietd —i
1+t2 X= e
dt dt
[ _1¥0 =f 1+ ¢2 :j dt
9_ t2 2(1 + t2) — t2 2+ t2
1+¢t2 1+¢t2
! t ‘ +C
= — arc tan—
V2 V2
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1 tan x
I = — arc tan

V2 V2

+C

Considérons maintenant une intégrale du type [ R(sinx,cosx)dx ol R(sinx,cosx) =

sin™ x cos™ x dx (ou m et n sont de nombres entiers).
Il faut considérer trois cas :
[ sin™ x cos™ x dx, ol I’un au moins des nombres m et n est impair.

Posons n = 2p + 1 et transformons 1’intégrale :
1= J- sin™ x cos?P* x dx = f sin™ x cos?? x cos x dx = f sin™ x (1 — sin? x)P cos x dx

Effectuons le changement de variable :
sinx = t, cosx dx =dt

En substituant ces expressions dans I’intégrale considérée, nous trouvons :
f sin™ x cos™ x cos x dx = f t™(1 — t?)Pdt

C’est I’intégrale d’une fonction rationnelle en t.

Exemple

3
Calculer I’intégrale [ = | 22 % dx

sin x

Solution

; J‘cos3x J‘coszxcosx dx f(l —sin® x) cos x dt
sin* x sin* x sin* x

Posons : sinx = t,cos x dx = dt, nous obtenons :

I_f(l—tz)dt_fdt fdt_ 1+1+C
a t4 ) et t2  3t2 t

1
="+
3sin3x sinx

[ sin™ x cos™ x dx, ol m et n sont des nombres pairs non négatifs.
Posons : m = 2p, n = 2q.

Nous pouvons recourir aux formules trigonométriques suivantes :
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. 101 1,1 )
sin? x = E—Eetcoszx =~ +cos2x ()

En substituant ces expressions dans I’intégrale considérée, on obtient :

f_zp qu—f(ll 2)p(1+1 z)qd
sIn“" xcos** xdx = 2 2COS X 2 2COS X X

En effectuant les opérations indiquées, on obtient un développement suivant les puissances paires
et impaires de cos 2x. Les termes contenant les puissances impaires peuvent étre intégrés comme

nous I’avons indiqué au point précédent (voir a)).

En ce qui concerne les termes contenant des puissances paires, nous appliquons successivement la
formule (i) afin d’abaisser le degré de ces puissances. En procédant de cette maniére, on arrive

finalement & des termes de la forme : [ cos kx dx que 1’on intégre facilement :

Exemple : soit a calculer :
f sin* x dx

Solution

2

1 1
I =fsir14xdx = j(sinz)2 dx =j(§—§c052x) dx

1 1
=Zf(1—c052x)2dx=zf(1— 2 cos 2x + cos? 2x) dx
1 1
=Zfdx—2fc052xdx+zfc0522xdx

1 1 1 1 1
=—x——sin2x+—J<—+—cos4x> dx

4 4 4 2 2
| 1 1 ) 1 1 4 c
—Zx—zsm x+§x+3—251n x +

Si les 2 exposants sont pairs et si I’un d’eux au moins est négatif, la méthode indiquée dans le cas

b) est sans effet. 1l faut alors poser tanx = t (ou cotx = t)

in2
Exemple : Calculer Iintégrale I = [ ===
emple : Calculer ’intégrale fcos6x
Solution
sin? x sin? x (sin? x + cos? x)
= 5 = : dx
cosé x cos x

sin* x + sin? x cos? x 5 ) o
: dx = | tan®x (1 + tan® x)“dx
cosb x
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dt
1412’

Posons tanx = t, alors x = arc tant, dx = et nous avons :

3 5
I = ft2(1+t2)2 dt =ft2(1+t2) dtzftzdt+ft4dt= t—+t—+C
1+¢t2 35

; tan® x N tan® x
E 5

Remarque

Dans la pratique, on effectuera les essais suivants :

. P (sin x,cos x,tan x,cot x)

2(in %.005 x.an %.c0tx) reste invariant quand on remplace :

X par — x,0n pose cosx =t
xpar ™ —x,0nposesinx =t
X par w+ x,0nposetanx =t
Exemple :

Remplagons x par m — x, on aura :

I‘f dx _f dx
~ ) cosx —cos3x J cos(m —x) — cos 3(w — x)

J‘ dx
cos Ty cos x + sin my sin x — (cos; 31 cos 3x + sin 3 sin 3x)

J dx
cosx — cos 3x

On voit clairement que la forme différentielle proposée ne change pas. On pose donc :
sint = dt = cosx dx
Or cosx — cos 3x = cosx — (4 cos® x — 3 cos x)
=4cosx —4cosdx
= 4cosx (1 — cos?x)
= 4 cosxsin? x

On aura par la suite :
1_1f cosx dx _1[ dt _1J‘(1+ 1 )dt
" 4) cos?xsin?x  4) t2(1—t2) 4) \t2 ' 1-1¢2
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_1+1f a1 A B _ 1

= — —_ = —1 = = —

4t T a)1i-e 12T 1t T1-¢ 2
—_1+1 at +1 . _ 1+1€ |1 t|+1€ [1+¢+C
"%t '8)1-t"8)1+t a'8" g "

_ 1,1, ity
TR R

1 1 |1+sinx|
4sinx 8

1 —sinx

CONCLUSION

Nous avons abordé I’intégrale de fonction trigonométrique en 5 points. Ce sujet apporte une diversité
dans le raisonnement concourant au méme but : aider les apprenants a surmonter leurs difficultés
sur I’intégration de ces fonctions. Nous prierons aux enseignants de mathématique de s’approprier
de ces notions et les faire les leurs. Nous encourageons nos éléves a affronter sans complexe ces

objets mathématiques dont I’importance n’est plus a démonter.
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